Maple TD 11 - Interpolation polynémiale Février 2007
Les polyndmes sont des fonctioids®, pour lesquelles les formules de dérivation et d'intégratgécrivent
facilement. Ce sont des objets simples qui se prétent bienlaul caumérique - approximation des racines, etc,|
Remplacer une fonction par un polynéme qui s’en approche eststmivent trés utile.

De maniére générale, on appellgerpolation le fait de remplacer une fonction par une autre qui coincidea
la premiére en plusieurs points.

1 Introduction : développements limités

Le développement limité’'une fonction fournit un premier exemple d’interpolatiorédhmoins, il est trés important
de garder en téte que le développement limité ne peut appriacheurbe que localement. De plus il ne coincide
priori avecf qu'au voisinage du point ou I'on effectue le développemenité.

La fonctiont ayl or doit vraiment étre maitrisée. Un de ses défauts majeurs estfautifaire bien attention
a avoir suffisamment de termes dans le DL, et surtout bien faidéfirence entre les deux notation de Landau |
o() pour “négligeable devant” (ce que I'on souhaite obtenirglian demande un DL en mathématiquesié)
pour “majorée par” (ce que la fonctiarayl or de Maple nous renvoie). Il ne faut donc pas hésiter a pousser
développement plus haut que le degré demandé. D’autre pfatit bien avoir en téte le résultat de Taylor-Young,
i.e. que le premier terme du développement est la limite de laifamau point considéré et que M€ est de la

(n)
forme fT!(“)(t —a)™.

Exercice 1 Donnez les DL et les limites a I'ordre et au point demandé :
- z — exp(x) (al'ordre 4 en0)
14 =z) (al'ordre 5 en0)

- —

Exercice 2

1
1—x2

1. Donnez le développement limité flex — en 0 a l'ordren pour les ordres suivantt, 5, 10.

2. Pour chaque valeur de, définissez le polyndme associé au DL en utilisaoniver t (expr, pol ynon) .
Tracez sur un méme graphe ces polyndmes et la fongtion

3. Comparez avec le graphe de Interprétez qualitativement ces courbes. Que pensez-del'interpolation
d’une fonction par soD L ?

2 Interpolation polynomiale

2.1 Polyndmes de Lagrange

Exercice 3 (Préliminaire) Déterminez le polynéme du second degré passant par lesspdirt), (2, 3), (4,1)
(sol ve,assi gn etr hs). Tracez la parabole ainsi obtenue.

\oici I'’énoncé général du théoreme justfiant I'interpolatigolynémiale.

Théoreme 1 Soientay, ..., an distincts et f une fonction telle qu'il soit possible de I'évaluer en cess-ab
cisses. Alors il existe unnique polynéme de degré inférieur ou égalrainterpolant f en lesn + 1 points

(a09 f(ao)), B (aTM f(an))

Ce polynéme peut par exemple s’obtenir pafolanule de Lagrange!. Pour: < n, posons

n
X —a;
ne= I1 =
gig=0 11 T 4
L; est appelé I&eéme polyndme de Lagrangde f aux abscissesy, . . . , an. On chosit comme polynéme inter-

polateur le polynéme défini par

LX) =3 flai) - Li(X)

=0

Exercice 4 Quel est le degré du polynénie (X') ? Quelle est sa valeur em; ? Quelle est sa valeur emy;, j # i ?
Vérifier alors que le polyndmé (X) est de degré inférieur ou égal i et interpole f en lesn + 1 abscisses
ao, - . ., an. C'est donc bien le polyndme évoqué dans le théorent@rl vient de montrer I'existence du polyndme
interpolateur. Sauriez-vous démontrer son unicité ?

Exercice 5

1. Ecrivez une procédure qui, étant donnés une fongtiehune liste d'abscisses, . . . , an, donne le polynéme

interpolateur associé.

2. Afin de vérifier que votre procédure fonctionne correctemeus pouvez la tester sur une certaine famille de
fonctions pour lesquelles vous connaissez déja le résuksajuelle ?

3. Appliquer votre procédure a la fonctiams et aux abscisse®, Z-, , et affichez sur un méme graphique I'in-
terpolation et la fonctiorcos. En quel point I'écart semble-t-il le plus grand - une réperpialitative est
attendue ? Affinez I'interpolation en ajoutant ce point. @e@sez-vous du résultat ?

2.2 Phénomene de Runge, abscisses de Tchebichev

Dans cette partie nous allons illustrer un des problémesiderpolation de Lagrange avec lphénomeéne de

Runge Nous considérons a présent la fonctjpnz +— Hﬁ sur[—1,1].

Exercice 6 Définissez une procéduxe uni f qui étant donnés deux réels< b et un entierN, renvoie la liste des
N + 1 abscisses uniforméments réparties emntret b. Appliquez la procédure de I'exercice 5 a la fonctifret a
x_uni f (=1,1, N) pour N = 2,10, 20, 100. Que constatez-vous ?

Le choix des abscisses donne un résultat insatisfaisamg. @ augmente I'ordre du polynéme (donc le co(t de
calcul), plus la précision baisse!! Cette situation n’estiément pas satisfaisante du tout. Nous allons voir qu'il
est possible de corriger cela en partie en n'utilisant pasatiscisses uniformément réparties maislescisses de
Tchebichev Cependant la seule maniére de réellement réduire ce phénasedaitiliser des interpolations plus
avancées (par exemple splines cubiques).

Exercice 7 Définissez une procédure Tch prenant en entrée deux réels< b et un entierV, et qui renvoie la
liste desN + 1 abscisses de Tchebichey = "T“’ + “T“ cos( 7 )- Appliquez a nouveau la procédure de I'exercice
5 alafonctionf etax_Tch(—1,1, N) pour N = 2,10, 20, 100. Que constatez-vous ?

11l existe aussi une formule de Newton, mais elle donne exactelmem®me polynéme, cf. théoréme.



3 Ouverture : splines cubiques

Cette partie ne concerne que ceux qui ont réussi a prograntomoerles algorithmes de la premiére partie.

Les abscisses de Tchebichev ne résolvent pas tous lespexl®n peut donc penser a interpoler par des fong
tions plus compliquées que des polyndfén va ici utiliser une idée déja utiliser pour les intégsalen va diviser
I'intervalle [a, b] en subdivisions, interpoler polynémialement sur chaqueisisioh puis recoller les morceaux. Ceci
permet d'utiliser des polyndmes de degrés faibles, et dontelilmiphénomeéne de Runge. De plus on peut toujour
utiliser les abscisses de Tchebichev pour améliorer enaarethode. Ce procédé utilisé en CAO, permet de crée
des courbes passant par des points donnés et qui sontesiatitlisses a I'oeil nu.

A la différence de l'interpolation de Lagrange ou I'on wgdit un polyndme défini globalement, dans le cas des spling
cubiques, on utilise plusieurs polyndmes que I'on recoltanEdonné une fonctiogi définie sur un intervallga, b]
et des abscisses, . . ., a,, distinctes deux a deux de cet intervalle, tels gyge= a eta,, = b, notre but est de
construire une fonctiop qui interpolef aux abscisses; telle que :
(i) Pour touti compris entrd etn, g(a;) = f(a;).
(i) Pour touti compris entred etn — 1, gj(4,,q4,, ], 1 restriction dey alai,a;+1] est un polynéme de degré
inférieur ou égal 3. NotonsP; = g|(4;,a,1]-

(iii) La fonction g est de classé? sur|a, b].

Exercice 8 Pouri compris entré etn — 1, on écritP; = a; X3 + b; X2 + ¢; X + d;. Les inconnues du problémes
sont donc lesy;, b;, ¢; et d;, soit au totaldn inconnues. En utilisant les conditior{s),(i:),et (4iz), trouver les
équations que doivent vérifier Id3. Combien d'équations obtient-on ? Pour pallier ce probléonerajoute deux

conditions :PSQ)(O) = Pr(i)ﬂo) =0.

Exercice 9 Soit f une fonction passant par les poir(8, 0), (1,4), (2,2) et (3,0). Pour cette fonctiory, tracez
sur un méme graphe le polyndme d'interpolation de Lagrarigedce 3 de f et la spline cubique d¢ définie dans
I'exercice précédent.

Exercice 10 Définissez une procédus®l i ne qui prend en argument une liste de couples d’éléments, panple :
[> A =spline([[0,0],[1,4].,[2,-2],[3,0]1);

Cette procédure renverra les différents polyndmes misedgas le calcul de la spline cubique et tracera la spline.
Testez votre procédure sur des exemples.

4 Culture

Linterpolation est un sujet trés vaste, et les techniquesleyées se retrouvent dans d’autres problémes de calg
scientifique. Par exemple, pour le calcul intégral et la méttdiSimpson, on interpole par une parabole sur chaqy
sous-intervalle (¢ca ne vous rappelle rien ?).

Voici une liste de problémes classiques reliés a I'interfimtepolynémiale.

Polyndmes de Hermiteon cherche toujours a interpolg¢rpar un polyndmeP, mais cette fois si on veut qu’en
chaque abscisse non seulemgti;) = P(a;), mais aussj’(a;) = P’(a;). Les polyndmes de Hermite sont alors
I'analogue des polyndmes de Lagrange. Cette méthode rédsidésablement le phénoméne de Runge, mais ell
colte cher en calculs, et en pratique il faut connaitre lawade la dérivée du phénomeéne a étudier.

2Mais pas trop compliquées, sinon on ne saura pas les manipuler.

=
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Interpolation par fonctions rationnelleson cherche cette fois a interpoler par diestions rationnellesc’est a
dire des expressions du tyg®&/Q, avecP, Q des polyndmes. C’est plus difficile que I'interpolation puiyniale,
mais le résultat est meilleur. Une qualité supérieure estreratteinte avec lefonctions rationnelles par morceaux
(NURBSen anglais), mais ces objets sont difficiles a manipuler.

Interpolation trigonométrique pour interpoler des fonctions périodiques, on peut pegfétiliser des combinai-
sons linéaires de fonctions du type— ¢*"** n € N. Une autre possibilité est d'utiliser deéries de FourierDans
ce cas I'analogue du phénoméne de Runge s’appgiledaomene de Gibbs

Régressionle probleme de la régression est voisin de celui de I'intiatpan. On se donne points(z;, y;) eton
veut calculer une fonctioh qui passeu mieuxpar ces points. C'est a dire gu’on n’impose plus de passet@xaat
par les points, mais plut6t de diminuer I'erreur moyenne duagpfoximation. Si on cherchiesous forme de droite,
on parle alors deégression linéaireUne méthode classique estgéthode des moindres carrés
La régression prend tout son sens quanddgsy; ) sont des données du monde physique avec une certaine imbertit
sur les valeurs prises, due aux erreurs de mesure.



